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CAÃLKOWANIE FUNKCJI NIEUJEMNYCH

CaÃlkowanie funkcji nieujemnych prostych

Niech f =
∑n

i=1 ai1Ai
bȩdzie funkcja̧ prosta̧ w postaci dowolnej, takiej jednak, że

wszytskie ai sa̧ nieujemne. Definiujemy
∫

f dµ =
n∑

i=1

ai µ(Ai).

Trzeba pokazać, że

Fakt 1: Powyższa caÃlka nie zależy od przedstawienia funkcji.

Dowód: Wystarczy pokazać, że wyjdzie ona równa analogicznej caÃlce, gdzie f
wystȩpuje w formie kanonicznej (gdyż ta forma jest jednoznaczna).
CaÃla przestrzeń X rozkÃlada siȩ na rozÃla̧czna̧ sumȩ po F ⊂ {1, 2, . . . , n}, zbiorów
AF zadanych poniższym wzorem

AF =
⋂

i∈F

Ai ∩
⋂

i/∈F

Ac
i .

RozÃla̧czność zbiorów AF i AF ′ dla F 6= F ′ jest niemal oczywista, podobnie jak to,
że ich suma daje caÃla̧ przestrzeń. Na zbiorze AF funkcja f przyjmuje wartość

aF =
∑

i∈F

ai.

Zatem f można zapisać w postaci ,,prawie kanonicznej” (wartości nie musza̧ być
jeszcze parami różne):

f =
∑

F∈{1,2,...,n}
aF 1AF

.

Aby uzyskać postać kanoniczna̧ trzeba jeszcze pogrupować (wysumować) zbiory AF

takie, że wartości aF sa̧ jednakowe:

f =
m∑

j=1

∑

F :aF =bj

aF 1AF =
m∑

j=1

bj1Bj ,

gdzie bj , (j = 1, 2, . . . , m) sa̧ tymi samymi liczbami co wartości aF , tylko bez
powtórzeń, zaś Bj =

⋃
F :aF =bj

AF . To jest już jednoznaczna (z dokÃladnościa̧ do

zmiany numeracji skÃladników) kanoniczna postać funkcji prostej f .
1
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Teraz musimy pokazać, że

n∑

i=1

ai µ(Ai) =
m∑

j=1

bj µ(Bj).

Zbiór A1 można zapisać jako rozÃla̧czna̧ sumȩ wszystkich AF takich, że 1 ∈ F .
Zatem pierwszy czÃlon sumy po lewej stronie zapiszemy jako

a1 µ(A1) = a1µ(
⋃

F31

AF ) = a1

∑

F31

µ(AF ).

Postȩpuja̧c podobnie z kolejnymi czÃlonami dostaniemy

n∑

i=1

ai µ(Ai) =
n∑

i=1

ai

∑

F3i

µ(AF ) =
n∑

i=1

∑

F3i

ai µ(AF ).

Zmieniaja̧c kolejność sumowania, musimy najpierw sumować po wszystkich F , a
potem, przy ustalonym F , tylko po takich i, że F 3 i, czyli po prostu po i ∈ F .
Zatem ostatnia suma zapisze siȩ tak:

∑

F⊂{1,2,...,n}

∑

i∈F

ai µ(AF ) =
∑

F⊂{1,2,...,n}
µ(AF )

∑

i∈F

ai =
∑

F⊂{1,2,...,n}
µ(AF ) aF .

To już prawie koniec. Teraz trzeba pogrupować zbiory F wedÃlug wartości aF (znów
posÃluguja̧c siȩ liczbami bj). Wtedy ostatnia suma zamieni siȩ tak:

m∑

j=1

∑

F :aF =bj

aF µ(AF ) =
m∑

j=1

bj

∑

F :aF =bj

µ(AF ) =
m∑

j=1

bj µ(Bj),

gdzie w ostatnim przej́sciu skorzystalísmy z tego, że Bj jest suma̧ rozÃla̧czna̧ zbiorów
AF po F takich, że aF = bj . I to trzeba byÃlo pokazać. ¤

Teraz, dla funkcji nieujemnych prostych pokazuje siȩ nastȩpuja̧ce fakty:

Fakt 2: CaÃlka jest niemaleja̧ca i liniowa (przy nieujemnych wspóÃlczynnikach), czyli
1) f ≥ g =⇒ ∫

f dµ ≥ ∫
g dµ,

2)
∫

(αf + βg) dµ = α
∫

f dµ + β
∫

g dµ (α, β ≥ 0).

Dowód: Niech f =
∑n

i=1 ai 1Ai i g =
∑n

j=1 bj 1Bj bȩda̧ zapisami kanonicznymi.
Można rozdrobinić zbiory Ai i Bj na ich wzajemne przekroje:

Ai =
m⋃

j=1

Ai ∩Bj , Bj =
n⋃

i=1

Ai ∩Bj .

Zatem
∫

f dµ =
n∑

i=1

ai µ(Ai) =
n∑

i=1

ai

m∑

j=1

µ(Ai ∩Bj) =
∑

i,j

ai µ(Ai ∩Bj),
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i podobnie ∫
g dµ =

∑

i,j

bj µ(Ai ∩Bj).

W obu przypadkach można w sumie podwójnej pomina̧ć te pary indeksów (i, j), dla
których µ(Ai ∩Bj) = 0, w szczególności można pomina̧ć pary dla których przekrój
Ai ∩Bj jest pusty.
Teraz zauważmy, że skoro funkcje byÃly w postaci kanonicznej, to na caÃlym zbiorze
Ai funkcja f jest stale równa ai (bo funkcje charakterystyczne innych Ai′ sa̧ tam
zerami), podobnie na Bj , g = bj . Rozważmy niepusty przekrój Ai∩Bj . Mamy tam
punkt x w którym f(x) = ai i g(x) = bj . Ponieważ f ≥ g w każdym punkcie, wiȩc
ai ≥ bj . Sta̧d suma reprezentuja̧ca caÃlkȩ z f jest ≥ od sumy reprezentuja̧cej caÃlkȩ
z g. Koniec dowodu monotoniczności.
Teraz liniowość: Niech f i g bȩda̧ przedstawione jak poprzednio. Niech α i β bȩda̧
nieujemne. Mamy

αf + βg = α

n∑

i=1

ai 1Ai + β

m∑

j=1

bj 1Bj =
n∑

i=1

αai 1Ai +
m∑

j=1

βbj 1Bj .

Jest to jakieś (w postaci dowolnej) przedstawienie funkcji αf + βg jako funkcji
prostej. WspóÃlczynnikami sa̧ tu n + m liczb: αai (i = 1, 2, . . . , n) i dalej βbj (j =
1, 2, . . . ,m), na n+m zbiorach Ai (i = 1, 2, . . . , n) i Bj (j = 1, 2, . . . ,m). Ponieważ
caÃlkȩ możemy liczyć z dowolnego przedstawienia funkcji (o ile wspóÃlczynniki sa̧
nieujemne, a tu tak jest), to

∫
αf + βg dµ =

n∑

i=1

αai µ(Ai) +
m∑

j=1

βbj µ(Bj).

Teraz trzeba znów wyÃla̧czyć α z pierwszej sumy i β z drugiej i wyjdzie, że ta caÃlka
jest równa α

∫
f dµ + β

∫
g dν. ¤

CaÃlkowanie funkcji nieujemnych mierzalnych

Dla funkcji nieujemnej mierzalnej f definiujemy
∫

f dµ = sup
{∫

fp dµ : 0 ≤ fp ≤ f, fp jest funkcja̧ prosta̧ mierzalna̧
}

.

Widomo nam, że każda ograniczona z doÃlu funkcja mieralna jest granica̧ (w każdym
punkcie) niemaleja̧cego cia̧gu funkcji prostych mierzalnych fn. W szczególności jest
tak dla funkcji nieujemnej (bo jest ograniczona z doÃlu) i dodatkowo można wszystkie
funkcje proste fn wzia̧ć nieujemne. Wtedy prawdziwy jest wzór:

Fakt 3: ∫
f dµ = lim

n
↑

∫
fn dµ.

Dowód. Oczywiscie granica po prawej jest supremum po rodzinie zawartej w
rodzinie wystȩpuja̧cj w definicji caÃlki, wiȩc prawa strona jest nie wiȩksza od lewej.
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Weźmy dowolna̧ niezerowa̧ nieujemna̧ funkcjȩ prosta̧ mierzalna̧ fp ≤ f . Rozważymy
dwa przypadki: 1) caÃlka z fp jest nieskończona i 2) caÃlka z fp jest skończona. W
przypadku nieskończonym caÃlka z f jest też nieskończona i trzeba, dla dowolnego
M > 0 wskazać funkcjȩ fn w naszym cia̧gu, o caÃlce przekraczaja̧cej M . W przy-
padku skończonym trzeba dla dowolnego ε > 0 wskazać funkcjȩ fn w naszym cia̧gu,
o caÃlce przekraczaja̧cej

∫
fp dµ−ε. Zaczynamy od przypadku nieskończonego. Skoro

caÃlka z fp jest nieskończona i jako funkcja prosta przyjmuje ona skończenie wiele
wartości, to jedna z tych wartości, powiedzmy a > 0 musi być przyjȩta na zbiorze
A o mierze nieskończonej. W każdym punkcie zbioru A istnieje nx powyżej którego
fn(x) > a

2 (bo fn(x) → f(x) ≥ fp(x) = a). Zbiory An = {x : nx = n} wstȩpuja̧
i ich suma̧ jest A. Zatem, z cia̧gÃlości miary z doÃlu, µ(An) → ∞. Weźmy n takie,
że µ(An) > 2M

a . Ponieważ na An mamy fn > a
2 , to fn ≥ a

21An
, zatem z monoto-

niczności caÃlki na funkcjach prostych,
∫

fn dµ ≥ µ(An)a
2 = M .

Teraz przypadek skończony. Tym razem jest odwrotnie: ponieważ caÃlka z fp

jest skończona, to zbiór A na którym fp przyjmuje wartości dodatnie (a jest ich
skończenie wiele i ich minimum a jest dodatnie) ma miarȩ skończona̧. Dodatkowo
przez b oznaczmy najwiȩksza̧ wartość funkcji fp (b jest nieujemne skończone).
Ustalmy δ mniejsze od trzech liczb: a, ε

2µ(A) i ε
2b . Ponieważ fn → f wszȩdzie a

zatem i prawie wszȩdzie, to na zbiorze A miary skończonej jest to zbieżność wedÃlug
miary. Zatem istnieje n takie, że µ({x ∈ A : fn(x) < f(x)−δ}) < δ. Zbiór w środku
oznaczmy przez B. Na dopeÃlnieniu B (do zbioru A) mamy fn(x) > f(x)−δ ≥ fp−δ.
Można to zapisać tak:

fn ≥ 1A\B(fp − δ) = f ′p.

Zauważmy, że f ′p jest wcia̧ż nieujemna̧ funkcja̧ prosta̧ (bo δ < a wiȩc odejmuja̧c
δ na podzbiorze zbioru A nie zejdziemy poniżej zera). Do funkcji fp brakuje jej:
wartości δ na zbiorze A \ B oraz peÃlnej wartości funkcji fp na zbiorze B. Czyli
można to zapisać tak:

fp = f ′p + δ 1A\B + 1Bfp ≤ f ′p + δ 1A\B + b1B .

Sa̧ to operacje liniowe i nierówności na nieujemnych funkcjach prostych, wiȩc z
monotoniczności i liniowości caÃlki na takich funkcjach mamy
∫

fp dµ ≤
∫

f ′p dµ + δ µ(A \B) + b µ(B) ≤
∫

f ′p dµ + δµ(A) + bδ ≤
∫

f ′p dµ + ε.

Jeszcze raz z monotoniczności caÃlki na funkcjach prostych mamy też
∫

fn dµ ≥
∫

fp dµ ≥
∫

f dµ− ε.

Koniec dowodu. ¤

Teraz udowodnimy analogiczne wÃlasności dla funkcji nieujemnych, jak dla funkcji
prostych:
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Fakt 4: CaÃlka jest na funkcjach nieujemnych mierzelnych niemaleja̧ca i liniowa
(przy nieujemnych wspóÃlczynnikach), czyli
1) f ≥ g ≥ 0 =⇒ ∫

f dµ ≥ ∫
g dµ,

2)
∫

(αf + βg) dµ = α
∫

f dµ + β
∫

g dµ (α, β ≥ 0).

Dowód: Jeśli f ≥ g ≥ 0 to rodzina funkcji prostych w definicji caÃlki z f zawiera
analogiczna̧ rodzinȩ dla g, zatem caÃlka z f jest nie mniejsza niż z g.
Teraz liniowość: Ustalmy f , g, α i β. Skorzystamy z Faktu 3. Niech fn zbiega do
f i gn zbiega do g (niemaleja̧ce cia̧gi funkcji prostych). Wtedy cia̧g αfn + βgn jest
cia̧giem niemaleja̧cym funkcji prostych zbieżnych do αf + βg. Z liniowści granicy
dostajemy tezȩ.

CAÃLKOWANIE FUNKCJI ZNAKOWANYCH

Zacznijmy od rozkÃladu funkcji dowolnej f na tzw. czȩść nieujemna̧ i czȩść niedo-
datnia̧. Wbrew nazwie, obie te funkcje sa̧ nieujemne. Oto jak sa̧ one zdefiniowane:

f+(x) =
{

f(x) : f(x) ≥ 0
0 : f(x) ≤ 0

f−(x) =
{

0 : f(x) ≥ 0
−f(x) : f(x) ≤ 0

Alternatywne wzory to

f+(x) =
|f |+ f

2

f−(x) =
|f | − f

2

Jak Ãlatwo sprawdzić, mamy wzór f = f+ − f−. Jest elementarne, że f jest
mierzalna wtedy i tylko wtedy gdy obie funkcje f+ i f− sa̧ mierzalne. Funkcjȩ f
możne przedstwić jako różnicȩ dwóch funkcji nieujemnych na wiele spodobów, jed-
nak rozkÃlad na f+ i f− jest w pewnym sensie ,,najmniejszy”. Opisuje to poniższy
lemat:

Lemat: Jeśli f = g − h, gdzie g i h sa̧ nieujemne, to

g ≥ f+, h ≥ f− oraz g − f+ = h− f−.

Dowód: Ustalmy w dziedzinie punkt x. Jeśli f(x) ≥ 0 to f+(x) = f(x) = g(x) −
h(x) ≤ g(x). Jeśli f(x) < 0 to f+(x) = 0 i wtedy oczywíscie f+(x) ≤ g(x). W obu
przypadkach g(x) ≥ f+(x). Oznaczmy j = g − f+. (Wiemy już że jest to funkcja
nieujemna.) Wtedy

f+ − f− = f = g − h = f+ + j − h, sta̧d − f− = j − h czyli h− f− = j,

a to mielísmy udowodnić. ¤
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Możemy teraz zdefiniować caÃlkȩ z f :

Definicja: ∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

O ILE nie jest to wyrażenie nieoznaczone ∞−∞. Jeśli wychodzi takie wyrażenie,
to mówimy, że f jest niecaÃlkowalna nawet w sensie niewÃlaściwym i po prostu uma-
wiamy siȩ , że z takiej funkcji caÃlki siȩ policzyć nie da.

Udowodnimy teraz te same wÃlasności co poprzednio (liniowość i monotoniczność)
dla caÃlek z funkcji dowolnych mierzalnych.

Fakt 5 Dla dowolnych funkcji f i g caÃlkowalnych (w sensie być może niewÃlaściwym)
oraz wspóÃlczynników rzeczywistych α i β zachodzi

∫
αf + βg dµ = α

∫
f dµ + β

∫
g dµ,

o ile po prawej stronie nie pojawia sie symbol nieoznaczony ∞−∞.

Dowód: Ponieważ w podanej wersji dowód wymaga rozpatrywania wielu przy-
padków w zależności od znaków wspóÃlczynników α i β, my posta̧pimy inaczej,
dowodza̧c liniowości poprzez sprawdzenie dwóch wzorów:

∫
αf dµ = α

∫
f dµ, oraz

∫
f + g dµ =

∫
f dµ +

∫
g dµ.

Pierwsza czȩść jest Ãlatwa: jeśli α > 0, to po prostu (αf)+ = αf+ oraz (αf)− = αf−

i wtedy
∫

αf dµ =
∫

(αf)+ dµ−
∫

(αf)− dµ =
∫

αf+ dµ−
∫

αf− dµ.

Z obu ostatnich caÃlek można wycia̧gna̧ć α – tu korzystamy z liniowści caÃlki dla
funkcji nieujemnych i nieujemnego α. Nastȩpnie to α można zwyczajnie wyÃla̧czyć
przed nawias. Wyjdzie α(

∫
f+ dµ− ∫

f− dµ), a to siȩ równa z definicji α
∫

f dµ.
Gdy α < 0 to Ãlatwo sprawdzić, że wyjdzie ,,na krzyż z minusem”: (αf)+ = −αf−

oraz (αf)− = −αf+. PozostaÃla czȩść rachunków przebiegnie tak:
∫

αf dµ =
∫

(αf)+ dµ−
∫

(αf)− dµ =
∫

(−αf−) dµ−
∫

(−αf+) dµ.

Teraz −α jest nieujemnmym wspóÃlczynnikiem, wiȩc można go wyÃla̧czać, w wyniku
czego dostaniemy −α(

∫
f− dµ− ∫

f+ dµ), a to siȩ równa z definicji −α · (− ∫
f dµ),

czyli znowu α
∫

f dµ.

Teraz zabieramy siȩ za caÃlkȩ z sumy. Najpierw zaÃlóżmy, że obie caÃlki
∫

f dµ i
∫

g dµ
sa̧ skończone. To znaczy wszystkie cztery caÃlki

∫
f+ dµ,

∫
f− dµ i

∫
g+ dµ,

∫
g− dµ

sa̧ skończone. Wtedy mamy

f + g = (f+ − f−) + (g+ − g−) = (f+ + g+)− (f− + g−).
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Jest to (jakís) rozkÃlad funkcji f + g na różnicȩ funkcji nieujemnych. Z lematu
istnieje funkcja nieujemna j taka że

f+ + g+ = (f + g)+ + j oraz f− + g− = (f + g)− + j.

Zauważmy, że j ≤ f+ + g+ a zatem jej caÃlka jest skończona. Teraz wystarczy
napisać

∫
f dµ +

∫
g dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ +

∫
g+ dµ−

∫
g− dµ =

(∫
f+ dµ +

∫
g+ dµ

)
−

(∫
f− dµ +

∫
g− dµ

)
= ...

W nawiasach mamy sumy funkcji nieujemnych, a wiȩc możemy skorzystać z linio-
wości caÃlki w takich przypadkach. A zatem kontynuujemy (poniżej drugi raz sko-
rzystamy z takiej liniowości)

∫
f+ + g+ dµ−

∫
f− + g− dµ =

∫
(f + g)+ + j dµ−

∫
(f + g)− + j dµ =

=
∫

(f + g)+ dµ +
∫

j dµ−
∫

(f + g)− dµ−
∫

j dµ = ...

Ponieważ caÃlka z j jest skończona, można ja̧ skrócić i wtedy dostajemy

=
∫

(f + g)+ dµ−
∫

(f + g)− dµ,

a to jest z definicji caÃlka z funkcji f + g. I o to chodziÃlo.

Teraz rozprawimy siȩ z przypadkiem, gdy jedna lub kilka z czterech caÃlek
∫

f+ dµ,∫
f− dµ i

∫
g+ dµ,

∫
g− dµ jest (sa̧) nieskończone. Aby byÃla caÃlkowalność obu

funkcji f i g może to być co najwyżej jedna caÃlka z literka̧ f i jedna z literka̧ g.
Odpada też przypadek, gdy nieskończona jest jednocześnie caÃlka z f+ i g− albo jed-
nocześnie caÃlka z f− i g+ (gdyż wtedy po prawej stronie w tezie dowodzonego faktu
wychodziÃloby ∞ −∞). Zatem zostaÃl przypadek, gdy jest albo tylko jedna caÃlka
nieskończona, albo dwie, ale wtedy dotycza̧ one funkcji z tym samym ,,znaczkiem”
+ lub −. Przypuśćmy, że jest to jedna lub obie caÃlki z funkcji ,,z minusikiem”.
Wtedy

∫
f dµ +

∫
g dµ = −∞ (bo tyle wynosi jedna lub obie caÃlki skÃladowe). Z

drugiej strony równania, które mamy sprawdzić mamy
∫

f+g dµ, a to jest z definicji
∫

(f + g)+ dµ−
∫

(f + g)− dµ

i mamy wykazać, że to też jest −∞. Pokazalísmy już, że (f + g)+ jest mniejsza
równa od f+ + g+, o której wiemy, że ma caÃlkȩ skończona̧ (bo oba skÃladniki maja̧).
Zatem pierwsza caÃlka jest skończona. Trzeba pokazać, że druga caÃlka (bez minusa)
jest nieskończona. Pamiȩtamy z lematu, że f− + g− = (f + g)− + j, gdzie j =
f+ + g+ − (f + g)+ jest funkjca̧ nieujemna̧. Funkcja j, jako mniejsza równa od
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funkcji f+ + g+ o caÃlce skończonej, też ma caÃlkȩ skończona̧. Z liniowości caÃlki dla
funkcji nieujemnych, mamy

∞ =
∫

f− dµ+
∫

g− dµ =
∫

f−+g− dµ =
∫

(f+g)−+j dµ =
∫

(f+g)− dµ+
∫

j dµ.

Ponieważ ostatnia caÃleczka jest, jak pokazalísmy, skończona, to przedostatnia caÃlka
musi być nieskończona, a to usiÃlowalísmy wykazać. To kończy dowód.
Przypadek, gdy nieskończona jest jedna lub obie caÃlki ,,z plusikiem” dowodzi siȩ
identycznie (symetrycznie). ¤
Ostatni fakt na dzís to monotoniczność caÃlki w ogólnym przypadku.

Fakt 6: Jeśli f ≥ g i caÃlki z obu funkcji maja̧ sens, to
∫

f dµ ≥ ∫
g dµ.

Dowód: Jeśli obie caÃlki sa̧ nieskończone, lub obie minus nieskończone, to zachodzi
równość, czyli i nierówność. W każdym innym przypadku w wyrażeniu

∫
f dµ−

∫
g dµ

nie wyjdzie symbol niezonaczony ∞−∞. Zatem z poprzedniego twierdzenia jest
liniowść caÃlki: ∫

f dµ−
∫

g dµ =
∫

f − g dµ.

Z zaÃlożenia f ≥ g po prawej stronie mamy teraz pod caÃlka̧ funkcjȩ nieujemna̧, a
wiȩc i caÃlka jest nieujemna. Czyli caÃlka z f jest ≥ od caÃlki z g. ¤


